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Nb: Une partie d’exercice pourra étre admise afin d'en traiter la suite,

Exercice 1

L'objet de |'exercice est d”établir un résultat desting 4 la majoration de I"erreur
méthodique commise lors d’une interpolation polyndmiale sur un intervalle.

On considére une fonction £ continue sur un intervalle fermé-bormné [a, 5] de R

1.1 Résultats techniques
(a) Onnote || /|| = sup (| f(x)]) Justifier I'existence de || 7.

wi[a,h
(b) Soit {g, ..., 1} m + 2 points distincts de [a, 4],
On considére la fonction u définie par u() = [[50, (= — 2:).
Calculer pour tout @ de {0,...,7n + 1} le réel u'(x;).
(c) En déduire, que pour tuute fonction g définie sur |a, B, on peut écrire en utilisant
une base de Lagrange

Ly
g[‘r{h -2 'rl:--l L y{

=[ L {-L‘
{d) Soit p une fonetion palynéme de degré au plus n.
Calculer p [zq, ..., Tn].
En déduire que (f —p) (50, ... Tnpa] = fz0, s 20p1]
L2 Majoration globale de 'erreur sur |, b]
{a) En considérant la fonction y = f — p, montrer que

If [zo, - wnpa]] < || f — pl| M

ot M est le réel positif défini par

n—1

M=
Z |e! {..'1:l
(b) Indiquer briégvement comment le (a) permet de majorer globalement une erreur
méthodique d’interpolation,

1.3 Etude d'un cas singulier
On pose a=—lb=1; x=

s 1) pour i de {0,...,m+ 1},
On note (T}, ) la famille des Tcheb:, chev normalisés dont on rappelle que le coefficient
dominant est donné par e, = 2%~ pour n de N*

{a) Montrer que g donnée par g(z) = (1 — )7 ',: L1{x) et v admetient les mémes
2éros. En deduire I”existence et la valeur d’une constante k., telle que:  u = kg
(b} Montrer qu’en %1, ..., £ la fonction T, admet des extrema locaux,

{c) Montrer que pour tout i de {1,...,n} ,ona

Ta(@) =0 et Thofm)=(-2)’
{d} Montrer que pour tout entier naturel £ ona
(1 —z*)T; (x) = 2T (x) — k2T ()
(&) Déduire de ce qui précéde I’ expression de u'(:z; ) dans ce cas particulier et montrer

qu’alors A = 2™,
B
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Exercice 2

L'objet de I'exercice est de définir une écriture matncielle pour |’abtention de
B-splines standard.
On rapporte I espace £ 4 un repére orthonormeé direct.

2.1 On considére le vecteur noeud + = (0, 1, 2, 3, 4).
Déterminer la fonction By 3 sur [0; 4] en utilisant la définition de récurrence des
B-splines.

22 Onconsidére les fonctions By s ; (j € Z) translatées de B 2 définies par:
Yz c R -EI].B,_?'(-'F] = DBnalz —j).

Maontrer que: Vo = B, o ez Bysjlz) =1

Vocabulaire:Les fonetions By 5 ; sont appelées B-splines uniformes de degré trois
dont la suite de nocuds est |’ensemble des éléments de Z.

23 On considere une fonction spline uniforme S définie par:

VeeR  S(x) =) 7 Boa;i(r)F; ol les (P;) ;e constituent une famille
de points de contrile de £

(a} Quel probléme se pose ? Vérifier que cette définition a un sens.

t désigne pour la suite, sauf indication contraire, un réel de [0, 1].

(b) Montrer que: S(t) = Z?=_3 Bys(t — 5) P

(c) Deduire de 2.1 I'écriture de S(t) en fonction des P25 (-3 < 7 < 0) et de
Qs

{d} En déduire I"écriture ;

1 d 1
-3 0 3 ¥} FP_a
3 —6 3 D P,
=13 —3 1 5
(¢) Comment s'écrira S(f) pour un paramétre ¢ de [i,7 + 1[ ?

{f) Quel est 'intérét de la démarche du 2.3 7

=
i
L]

S{t}:%{l A

24  Par une démarche analague on admettra que la courbe de Bézier de points de
controle Iy, 71, P>, Ps est 'ensemble des points B(t) de £ définis par:

LR e ) ) Iy

A > ol =38 88 | i Ve it
S(a)_ﬁ[l il 3" g 3 g B | Pourte (0]
—1 3 -3 1 By

En déduire I’ecriture matricielle qui définit la surface de Bézier, ensemble des points
de £ donnés par:

3 3
Clu,v) = z Z Hf{ﬂ}ﬂ_? ['u}F;J-
i=0 j=0
ol (u,v) € [0, 1 et (P Ju<i<s, 0<j<a TEPrEsentent la famille des points de contrle.



