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WMT40 Automne 2001

Examen final du 14 janvier 2002

Dhrée - deux heures

‘Tout document autorisé - Calculatrice autorisée,
Dans les deux exercices, on peut admettre tout résultat antérieur pour poursuivre.

On rédigera les deux exercices sur deux copies différentes.

Exercice 1 (Etude du schéma numérique de Gragg).
Omn etudie, dans cet exercice, la résolution numérique du probléme différentiel avec condition de Cauchy

u(0) = ug, (1)
Yte [0,T], '(t) = F(t,ult)).
wgy est un réel donné et f est de classe € sur [i'_"J1 T| x R et vérifie I'hypotheése de Lipschitz
Yie [0,T], VYwzeR |f(t,y)— flt.z)|<Lly—=z.

. Pour cela, on utilise la méthode de Gragg; on considére N € M*, on pose h = T/N, t, = nh, pour
n € {0,.., N} et on deéfinit les approximations U/, de u(t,) par

Uu = Up.
Uy = ug + hf(0, ug), (2)
Vne{l,..N=-1}, Uy =U,q1+ 21}7[#“,\[?“}.

On admet que u est de classe C™ et on considére, pour k € {2, 3},
M. = mas I fk]t’.
g ;e[ﬂ,}"[ RS
17) En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, montrer que, si I'on considére les erreurs de consistance
définies par
o = u(t1) —u(0) - Af (0,u(0)),

el N—1}, en=u(tar1) —ultn-1) — 2hf (tn.ults)),
|
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2°) On note Uerreur de convergence définie par
Vrne {0,...N}, va=|ulty) = Uy,
Montrer que
YR € {1y N =1}, V1 S Wt +2hLuy + |ea]. (3)

3°) On admet un lemme de Gronwall discret suivant : Si g, 64 ey €7, -t sont des réels
positils ou nuls vérifiant

Yoe{l,.,N—1}, Onig<Bu_y+2hLE, + oy,

alors,
n—1
15"?1 € {2: ‘M}I Hﬂ. E E(n—l]:’tfa ||||I 55 -+ H% + Z ﬂiﬂ{"_l_]}hl'.
i=1

Déduire de ce résultat et de (3) que le schéma numérique (2) est convergent d’ordre denx, ¢’est-a-dire
gu'il existe une constante C telle que pour tout NV,

Yo € {0,...N}, |ulty) = Us| < Ch*.
On pourra d’abord montrer le résultat intermédiaire suivant
My 46" -1

Ms, o
1'?’?!- = '[2, ...,.N-}, Uiy S Th g -+ Th m rth}
4%} Application numérique
On donne ug et f définis par
vie[0.4), YzeR f(t,z)=z-1.

Calculer la solution exacte u de (1).

5°) Caleuler pour N =Set N = 10, les valeurs des solutions approchées ( Un)gen<n, définies par le
schéma numérique (2). 7

6°) Déduire des deux questions précédentes les valeurs exactes de

w = max ulin) = Ual,

i

pour N =5 et N = 10). Est-ce conforme aux résultats attendus?




Exercice 2.

La méthode proposée dans cet exercice a été implémentée avee suceés en milieu industriel (Peugeot)
pour évaluer la période d'un signal périodique, dont on ne connaissait qu'un échantillonnage.

On considére a un réel quelconque et une fonction f, €™ sur R et vérifiant la condition suivante : il
existe une constante M telle que

YneN, VteR | <M. (6)

1") Dans cette question, on cherche & évaluer numériquement
HA
Alz) = / f(t)dt on z €la,a + 2[. (1)
71

a)
* Montrer que 'on peut fournir une valeur approchée de A(z) par méthode de Gauss-Legendre.
* Grice 4 un changement de variable, fournir 1'évaluation conventionnelle de A(z) qui sera
effectivement évaluée par méthode Gaussienne.
b) On se propose de caleuler A(z) 4 ¢ prés (e € %) et on souhaite déterminer le nombre de
points de support nécessaires. On note Ej ;1 'erreur théorique commise.
bl) Montrer que,

227 + 1))

VTL E WI' E ‘_‘: .M Kﬂn+3 1
N, [Baa| £ (2n + 3)[(2n +2 )1

ol I est une constante appartenant & [0, 1[.
b2) On pose
22n+3](m 4+ 1)1
I L3111 53
(2n + 3)[(2n + L)1

* Montrer que la suite (u,) est décroissante.

* Montrer que cette suite tend vers zéro. Pour cette question, on pourra utiliser la formule
de Stirling : quand n tend vers 'infini,

n

r""’ ] a— n.
al 2m(e) : (10)
b3) En déduire un algorithme recherche-nbpoints (¢ — ng), qui & partir de e de B* | fournit le
plus petit entier ng tel que
[ting| < E. (I1)

On montrera que cet algorithme fournit toujours une solution.
2°) On considére désormais f définie par
f(t) = csin (wt + ),
oll les réels o, « et ¢ existent mais ne sont pas nécessairement connus explicitement car on travaille

en général sur des données discrétes dans les applications ; f peut représenter, par exemple, un signal

(connu sur Ja, a+ 2[).
On note T la période de f. On suppose de plus que

w < 1.

a) Montrer que f vérifie la condition (6).




b) Montrer que 1" est le plus petit réel de |a.a +2[ tel que A(z) = 0 (A définie par (7)).
c) En déduire le plan d'une méthode, utilisant les acquis de MT40 nettement cités, fournissant
la valeur de T' de fagon approchée.




