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Exercice 1 (8 points)

Les questions 1°), 2°) et 3°) peuvent étre traitées indépendamment [ 'une de | 'autre.

Une entreprise fabrique des piéces. Ces piéces sont considérées comme conformes si leur longueur est
comprise entre 79.8 mm et 80.2 mm.
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On note L la variable aléatoire qui. a chaque piéce fabriquée, associe sa longueur en mm.

On admet que la variable L suit une loi normale de moyenne 80 et d"écart type 0.0948.

On préléve une piece au hasard dans la production.

Déterminer, en utilisant la table de la loi normale centrée réduite, la probabilité que cette piéce soit
conforme.

On admet que si on préleve. au hasard. une piece dans la production. la probabilité que cette picce
ne soit pas conforme est p = 0.035.

a) On note X la variable aléatoire représentant le nombre de pieces défectueuses dans un lot de 100
pieces. Les pi¢ces sont prélevées au hasard et le tirage est assimilé a un tirage avec remise.
Justifier que X suit une loi binomiale de paramétres n =100 et p = 0,035.

b) Le tableau ci-dessous donne la probabilité des événements « X = k» pour & variant de 0 a 9. a
I"exception de I'événement « X = 2».

k 0 1 2 4 5 6 7 8 9
P(X =k) ]0.0284{0.1029 0,2188]0,1924/0,1340(0,0770{0,0375|0,0158|0,0059

L

On considere les événements :
A : « le nombre de pieces défectueuses du lot est égal a2 » ;
B : « le nombre de pieces défectueuses du lot est au moins égal a 2 ».

Calculer P(A)au dix milliéme prés, puis P(B)au milliéme pres.

¢) Un lot de 100 pieces est envoyé a un client, le lot est accepté s’il contient au plus 4 piéces
défectueuses.
En utilisant le tableau ci-dessus, déterminer, au milliéme pres, la probabilité que le client refuse
ce lot.

d) En utilisant le tableau ci-dessus. déterminer la plus petite valeur entiére n telle que
P(X >n)<0.03.

L entreprise souhaite améliorer la qualité de la production. Pour cela on projette de changer le
processus de fabrication des pieces.

On définit alors une nouvelle variable L, qui a chaque piéce a construire selon le nouveau
processus assoclera sa longueur en mm.

La variable aléatoire /| suit une loi normale de moyenne m = 80 et d’écart type ¢’ .
Déterminer ¢’ pour que, en prenant une piece au hasard dans la future production, la probabilité
d’obtenir une piece conforme soit égale a 0,99.
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Exercice 2 (12 points)

Les parties A et B peuvent étre traitées indépendamment ['une de ['autre.

e(l) s(£)
_ S —

Dans le systéme représenté ci-dessus, e et s sont respectivement les signaux d’entrée et de sortie, causaux
(nuls pour ¢ négatif).

On suppose que le systéme est régi par I’équation différentielle :

5

LS reE e size) (1),
de” ds

L. R et C sont des constantes réelles strictement positives. De plus a I'instant initial :

ds
s(07)=0et =(07)=0.
(07 )=0 et —(07)=0

PARTIE A
On suppose que les fonctions e et s admettent des transformées de Laplace notées respectivement E et S.

19) La fonction de transfert H du systéme est définie par S(p)=H(p)xE(p) .
En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de 1’équation (1), exprimer H{(p)
en fonctionde R. L et C.

2°)  Onsuppose que e(t)=U(t=1)y—U(1-2)

. o . [U=0 si1<0
ou ¢ est la fonction échelon unité : g _
L U)=1 si 120

a) Tracer la courbe représentative de la fonction ¢ dans un repere du plan.
b) Déterminer E(p).

3°) Dans la suite de ’exercice, on considére que L =2, R =1000 et C = 2.10°.

500°
(p+250)* +(25043 )

a) Vérifierque  H(p)=

b) On admet que :

1 i p+250 250

—H(p)=—- . 2o ; N

p Po(p+250) (25043 ) (p+250) +(25043 )
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Déterminer 1'original 4, de la fonction p — —1—H(p).
Exprimer s(r) al'aide de A (1) .

¢) Donner I'expression de s(¢) sur chacun des intervalles |—oc 1], [1,2[ et [2,+%].

PARTIE B

500°
(p+250) +(25043 )

On rappelle que H(p)=

19)  On considere la fonction » définie pour tout réel @ > 0 par :

r(w)=|H(jo)|

- . s
ou j est le nombre complexe de module 1 et d’argument 5

500°
\/(o4 ~500°w" +500°

Montrer que r(w) =

2°) On considére la fonction fdéfinie pour tout réel @ > 0 par :
f(w)=w'-500"w" +500".

Montrer que /(@) = 4a)(a)—250«/§)(a)+250\/§ )

3°)  Montrer que r'(@) est du signe de — f'(@).

4°) En déduire que r(w) est maximal pour une valeur @, de w . Donner la valeur de @, et calculer

r(wy).

La partie B permet de déterminer le maximum du gain pour le systeme étudié en régime harmonique.
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Plusieurs résultats figurant dans ce formulaire ne sont pas au programme
de TOUTES les spécialités de BTS appartenant a ce groupement.

1. RELATIONS FONCTIONNELLES

In{ab)=Ina+inb, ota>0eth=0 cosacosb=';—[cos(a+b)+cos(a—b)]

exp(a+b)=expaxexpb
sinasind zl[cos(a—b)—cos(a+b)]

t=e'Ma Sha>0 2

a

o alnt \
1% =% our>0 sinacosb=%[sin(a+b)+sin(a—-b)]

cos(a+b)=cosacosh—sinasinb
1 ..
. . . e’ =cost+isint
sin{a + b) =sinacosb + cosasin b
1 . ]
cost = e+

cos (2¢) =2cos’t—1=1-2sin’¢

sin (2¢) = 2sinzcos? . 1 (ir —iz)
sint =—\¢" —e
. . . p+ - ‘ . \ L
smp+smq:2smp 1 cos 22 d : : ) : " P e
2 2 e =e* (cos(Br)+isin(B1)),ota=a+if
. . . P + '
smp—smq:2smp 9 cos 224 ’ i ) o
2 2
+ —
cosp+cosq:2005p 4024
2 2
. ptq . p—
cosp—cosq:—251np7q51n£?—q

2. CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL

a) Limites usuelles

Comportement a l'infini Comportement a l'origine

lim Inf=+e ; hmInt = —co

oo t—0

lim ¢ =40 ; Sia>0, imt*=0; si@<0, lim¢% =+oo
{00 t—0 r—0

lim e =0 ; . .

oo : Sia>0, limt“Inr=0.

t—0

Sia>0, lim % =+ ; sia<0, lim (% =0

[ —>oa {~y+eo

Croissances comparées a l'infini
!

~

Sia>0, lim =400
f o &
. . Ins
Sie>0, lim —-=0
{—3to0 ¢

to
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b) Dérivées et primitives

Fonctions usuelles

f@) 1@ f) AG
1 1
Int - Arcsiny
! 2
-1t
e ef 1
1 Arctant 2
% (e R) ar®T I+¢
sin ¢ cos ¢ e (ae ©) ae™
cos ! —sin?
! 2
tanz 3 =1+tan“t
cos“ ¢
Opérations
(u+v) =u +v (vou),z(v/ou)ul
ku ’:/:u' ’
( ), (e“)ze" u
(wv) =w'v+uv
I ‘ w (In u)’=u—, u & valeurs strictement positives
ol I u
(o) |
’ (ua) =au® 1y’
uy) _uv-uv
()
¢) Calcul intégral
Valeur moyenne de fsur [a, b] . Intégration par parties .
1 b b , b,
— " 70) ar j ule) V) dr = [ule)v(e)]? - j () vt de
b—aa a a
d) Développements limités
2 " 3 5 2p+l
o =1+t e () sine=—-L 4+ )L +£2P e (1)
1 2 n! 1131 s @p+1)!
1 5 ) 2 4 2p
1?:]—zﬁ‘-t b (1Y 1" () COS[ZI_%+,’A_'+_,,+(_1)17 (l; )I+,~p5(,)
203 n - ' b
1“(1M):f—t“+l—+"'+(4l)"—lz*+"78 () (1+0)® =I+—Oit+a(a—1)r2+- +a(a—1) e=n: l)f”+[" elr)
23 n 1 2! nt

e) Equations différentielles

Equations

Solutions sur un intervalle 1

alt) ¥ +blt)x=0

7= ke~G(’) ol G est une primitive de ¢ >

blr)

alr)

ax"+bx +cx =0

équation caractéristique :
2

ar* +br+c=0

de discriminant A

Sia>0, f{t)=Ae +ue”™
Sia=0, f{t)= (A +p)e"
SiA<0, £(t)=[rtcos(B)+ usin(Br)]e”

ou

1 et ry sont les racines de I’équation caractéristique

ou r est la racine double de I’équation caractéristique

[ . - .
ol n = +iff et r, =@ —1if sont les racines

complexes conjugudes de I'équation caractéristique.
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3. SERIES DE FOURIER

J: fonction périodique de période T

développement cn série de Fourier :

s(t): ag + Z(an cos(nwi)+ b, sin(na)t)): zckeik“” , (ne lN*, ke 7).
n=1 —oo
a=["" rl)ar; :*f () cos(nax)dt by =2 " 1) sin(res)ds
0 Tda ’ ’ " TYa .
ck—"-%j:mf(t)e"ik“”dt (ke Z): co =dag ; &'—_zii=cn ; a_,,;ii:c_n (ne IN").
4. TRANSFORMATION DE LAPLACE
Fonctions usuelles
g@@)-~ LEuE)--5 Herau@)=" remy
p p° p"
lemera)- o ) Ue) = — o fleoslen)ul)= s
Propriéses
&
o WO Fip)
g
flot) () a>0 lF(E)
04 o
fle—t) U -r) F(p)e™?
S e ) Flp+a)
F@)) pF(p)-f(07)
IO P F(p)-pf(0")-£'(0")
=1 f{e) Ulr) F'(p)
J j(u) U () du E(—p—)

P
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5. TRANSFORMATIONEN Z

Signal causal

Transformée en 7
2k (2x)(2)

n> x(n) pourne IN
“lm= (Ze)(z) = =
d(0) =1 )
{d(n):Osinth (Zd)(z)=1
rin=n (Zr)(z) =
(z-1)
2 Ny 2z +1)
clmy=n” (ze)(2) ey
(2=

y(n)=x(n—n0),(n— ngye IN
ou

y(n) = x(n - no)e(n - ngy)

(Zy)(z) =z {(Zx)(z)—x(()) —x(Dz 7 = x(@)z72 = x(ny =)z~ 07D
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6. PROBABILITES

a) Loibinomiale P(X = k)= Ctphg"* ou Cf‘, = ;{(—(n—n—if)—' CE(X)=np ; o(x)= \/%
b) Lei de Poisson
) 2 0.2 03 0,4 0.5 0,6
—A qk
P(Xx =k)= e—k?— 0 0.8187 | 07408 | 0,6703 | 0,6065 | 0,5488
1 0,1637 | 02222 | 02681 | 03033 | 03203
E(x) =2 2 0,0164 | 0,0333 | 00536 | 0,758 | 0,0988
3 p,0011 | 00033 | 00072 | 00126 | 0,0198
4 0,0000 | 00003 | 00007 | 06,0016 | 0,6030
vix)= 4 5 0,0000 | 00001 | 0,0002 | 0,0004
6 0,0000 0,0000 0,0000
N 1 15 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 0.368 0.223 0135 0.050 0.018 0.007 0.002 0.601 0.000 0.000 0.000
1 0.368 0.335 0.271 0.149 0.073 0.034 0.015 0.006 0.003 0.001 0.000
2 0.184 0.251 0.271 0.224 0.147 0.084 0.045 0.022 0.011 0.005 0.002
3 0.061 0.126 0.180 0.224 0.195 0.140 0.089 0.052 0.029 0.015 0.008
4 0.015 0.047 0.090 0.168 0.195 0.176 0.134 0.091 0.057 0.034 0.019
5 0.003 0.014 0.036 0.101 0.156 0.176 0.161 0.128 0.092 0.061 0.038
6 0.001 0.004 0.012 0.050 0.104 0.146 0.161 0.149 0.122 0.091 0.063
7 0.600 0.001 0.003 0.022 0.060 0.104 0.138 0.149 0.140 0.117 0.090
8 0.000 0.001 0.008 0.030 0.065 0.103 0.130 0.140 0.132 0.113
9 0.000 0.003 0.013 0.036 0.069 0.101 0.124 0.132 0.125
10 0.001 0.005 0.018 0.041 0.071 0.099 0.119 0.125
1 0.060 0.002 0.008 0.023 0.045 0.072 0.697 0.114
12 0.001 0.003 011 0.026 0.048 0.073 0.095
13 0.000 0.001 0.005 0.014 0.030 0.050 0.073
14 0.000 0.002 0.007 0.017 0.032 0.052
15 0.001 0.003 0.009 0.019 0.035
16 6.000 0.001 0.005 0.011 0.022
17 0.001 0.002 0.006 0.013
18 0,000 0.001 0.003 0.007
19 0.000 0.001 0.004
20 0.001 0.002
21 0,000 0.061
22 0.000
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¢) Loi normale

La loi normale centrée réduite cst caractérisée par la densité de probabilité : f(x) = —\/:e 2
n

()= P(T < 1) = j_tmf(_x)dx

) 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 | 05000 | 055040 | 0,5080 | 0,5120 | 0,5160 | 05199 | 0,5239 | 055279 | 06,5319 | 0,5359

0,1 0,539 8 0,543 8 0,547 8 0,551 7 0,555 7 0,559 6 0,563 6 0,567 5 0,571 4 0,5753
0,2 0,579 3 0,583 2 0,587 1 0,5910 0,594 8 0,598 7 0,602 6 0,606 4 0,610 3 0,614 1
0,3 0,6179 0,621 7 0,6255 0,6293 0,633 1 0,636 8 0,640 6 0,644 3 0,648 0 06,6517
0,4 0,6554 0,659 1 0,662 8 0,666 4 0,670 0 0,673 6 0,677 2 0,680 8 0,684 4 0,687 9
0,5 0,691 5 0,695 0 0,698 5 0,701 9 0,705 4 0,708 8 0,712 3 0,715 7 0,719 0 0,722 4
0,6 0,725 7 0,729 0 0,732 4 0,7357 0,738 9 0,742 2 0,745 4 0,748 6 0,751 7 0,754 9
0,7 0,758 0 0,7611 0,764 2 0,767 3 0,770 4 0,773 4 0,776 4 0,779 4 0,7823 0,785 2
0,8 0,788 1 0,791 0 0,793 9 0,796 7 0,799 5 0,802 3 0,805 1 0,807 8 0,810 6 0,8133
0,9 0,8159 0,818 6 0,8212 0,8238 0,825 4 0,828 9 0,8315 0,834 0 0,836 5 0,838 9

1,0 | 08413 | 08438 | 08461 | 08485 | 08508 | 08531 | 08554 | 0,8577 | 08599 | 0,8621
1,1 | 08643 | 08665 | 08686 | 08708 | 08729 | 08749 | 08770 | 08790 | 08810 | 038830
1,2 | 08849 | 08869 | 08888 | 08907 | 0,8925 | 08944 | 0892 | 08980 | 08997 | 09015
13 | 09032 | 09049 | 0,9066 | 09082 | 09099 | 09115 | 09131 | 09147 | 09162 | 09177
1.4 | 09192 | 09207 | 09222 | 09236 | 0,9251 | 09265 | 09279 | 09292 | 09366 | 09319
1,5 ] 09332 | 09345 | 09357 | 09370 | 09382 | 09394 | 09406 | 09418 | 09429 | 0,944 1
1,6 | 09452 | 09463 | 09474 | 09484 | 09495 | 09505 | 09515 | 09525 | 09535 | 0,9545
1,7 | 09554 | 09564 | 09573 | 09582 | 09591 | 0,9599 | 09608 | 09616 | 09625 | 0,9633
1,8 | 09641 | 09649 | 09656 | 09664 | 09671 | 09678 | 09686 | 09693 | 09699 | 09706
1,9 | 09713 | 09719 | 09726 | 09732 | 0,9738 | 09744 | 09750 | 09756 | 09761 | 09767

2,0 09772 0,977 9 0,978 3 0,978 8 09793 0,979 8 0,980 3 0,980 8 0,9812 0,981 7
2,1 0,982 1 0,982 6 0,583 0 0,983 4 0,983 8 0,984 2 0,984 6 0,985 0 0,985 4 0,985 7
2,2 0,986 1 0,986 4 0,986 8 0,987 1 0,987 5 0,987 8 0,988 1 0,988 4 0,988 7 0,989 0
2,3 0,989 3 0,989 6 0,989 8 0,990 1 0,990 4 0,990 6 0,990 9 0,991 1 09913 0,991 6
24 0,991 8 0,992 0 0,992 2 0,992 5 0,992 7 0,992 9 0,993 1 0,993 2 0,993 4 0,993 6
2,3 0,993 8 0,994 0 0,994 1 0,994 3 0,994 5 0,994 6 0,994 8 0,994 9 0,995 1 0,9952
2,6 09953 0,995 5 0,995 6 0,995 7 09959 0,996 0 0,996 1 0,996 2 0,996 3 0,996 4
2,7 0,996 5 0,996 6 0,996 7 0,996 8 0,996 9 0,997 0 0,997 1 0,9972 0,997 3 0,997 4
2,8 0,997 4 0,997 5 0,997 6 06,9977 0,997 7 0,997 8 0,9979 0,997 9 0,998 0 0,998 1
2,9 0,998 1 0,998 2 0,998 2 0,998 3 0,998 4 0,998 4 0,998 5 0,998 5 0,998 6 0,998 6

TABLE POUR LES GRANDES VALEURS DE ¢

: 3,0 3.1 32 3.3 34 3,5 3,6 3.8 4,0 4,5
@ | 099863 | 099904 | 099931 | 099952 | 099966 | 099976 | 0999841 | 0,999928 | 0,999 968 | 0,999 997

Nota : Tl{=1)=1-11{)

~1
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