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Probléme sur 14 points.

Premiére partie.

1) On définit la suite (7}, (X)),.cn de polynomes a coefficients réels, éléments de R[X] , en posant :

To (X) =1
Ii(X)=X
Pour tout entier n > 1, T4y (X) = 2XT, (X) — Tp-1 (X)-

2) a) Montrer que, pour tout entier 1, le degré du polynéme T, est égal a n.
b) Déterminer le coefficient du terme de plus haut degré du polynéme T7,.

c) Montrer que, pour tout entier n et pour tout réel 8 :

T, (cos 8) = cosn6.

3) Soit NV un entier naturel, montrer que la famille de polynomes (T5)y¢, <y €st une base de
’espace Ry [ X], ensemble des polynomes a coefficients réels de degré inférieur a V.
T (%) Tm (x)
V1 —2x2

4) Montrer que, pour tout couple (n,m) d’entiers naturels, ’application x — est

intégrable sur |1, 1].
+1
Ty (x) T (%)

— ——‘dx.
-1 V1-x2

5) Calculer, pour tout couple (n, m) d’entiers naturels, I'intégrale

Deuxiéme partie.
1) Vérifier que I'application définie sur (R [X])? par :

(PlQ) = rl PO 4

-1 V1—x«2
est un produit scalaire sur R[X]. R[.X]| désignera ’espace préhilbertien réel muni du produit
scalaire précédent. On notera ||.|| la norme euclidienne associée a ce produit scalaire.

2) Soit N, un entier naturel quelconque, B la base canonique de Ry [ X] égalea (1, X, X2,... XV).
Déterminer, en fonction des polynomes 7}, de la premiére partie, la base orthonormée B' dé-
duite de la base B par le procédé de Schmidt.

3) On note mx la projection orthogonale sur I'espace Ry | X] dans 'espace préhilbertien R [X].

a) Pour tout polynome P de R [X], exprimer le projeté orthogonal zx (P) a I'aide des poly-
nomes 7, de la premiére partie.
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b) On rappelle que d (P,Rn [X]) désigne la distance du polynéme P au sous-espace Ry [X]
, et qu’elle est définie par :

d(P,Ry[X]))= inf [|P-Q}.
QERN[X]

Exprimer la distance d (P,Ry [X]) 2 ’aide du polynome P et des polynomes 7, de la
premiére partie.

4) Dans cette question, on désire calculer le produit scalaire (X2V|7T}) pour tout entier k vérifiant
0 < k< 2N —1.0On note alors :

byg= j (cos )%V cos (kt) dt.
0

a) Soit ¢ un réel de P'intervalle [0, z] . On pose z = &", exprimer (cos £)*N en fonction de z.

b) Exprimer, pour tout réel ¢ de I'intervalle [0, x|, le nombre (cos £)*N en fonction des nombres
T, (cos (2)) , définis dans la premiére partie pour tous les entiers naturels 7n.

c) Calculer Jo o en fonction de coefficients binomiaux.

d) Calculer, si N est supérieur ou égal a 1, pour tout entier k vérifiant 1 < k£ < 2N — 1,
I'intégrale Ion .
e) En déduire la distance de X2V au sous-espace Ron -1 [X] .

Troisiéme partie.

Dans cette partie, on appelle E 1 ’ensemble des applications de classe C' définies sur [-1, 1].

1) Montrer que I'application définie sur E X E par :

+1 (x x
-1 VI—-x
est un produit scalaire sur E.
1) Vérifier que I'ensemble des applications polynomes définies sur [-1, 1] est inclus dans I'en-

semble E. On notera encore R [X] cet ensemble, on considére de méme que Ry [X] est inclus
dans E pour tout entier naturel N.

2) Soit h 1 application définie sur [-1, 1] par :

1

>,
4 X

a) Montrer que 'application / appartient a I’ensemble E.

b) Soit A Papplication définie sur R par :

h(x) =

R ()= h(cos(2)).
a) On pose u = ¢, exprimer £ (¢) en fonction de w.

B) Montrer que A (f) peut s’écrire comme somme de deux séries entiéres de variables

respectives u et —-
u
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y) En déduire le développement de h en série de Fourier.

¢) Soit NV un entier naturel, on note, comme dans la deuxiéme partie, 7 la projection ortho-
gonale sur 'espace Ry [ X].

a) Calculer, pour tout entier naturel n, le produit scalaire (A|T},) (le polynome T, a été
défini dans la premiére partie).

B) En déduire la distance de / au sous-espace Ry [X] -
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Exercice sur 6 points.

Soit E un espace vectoriel sur le corps des complexes, de dimension finie n > 0. On désigne par
[ une application linéaire de E dans E, on note rg(f) , le rang de I'application f.

Premiére partie.

On suppose dans cette partie , que r est un entier compris entre 1 et n et que Pon a:

rg(f)=rg(r?) =r.
1) Montrer que :
KerfoImf=EFE.

2) En déduire qu’il existe une base B de E et une matrice carrée A, d’ordre r, inversible, telles que
la matrice M représentative de I'application f dans la base B s’écrive par blocs sous la forme :

= %)

3) On admettra que le polyndme caractéristique de la matrice A est un polyndome annulateur de
la matrice A.

Montrer qu’il existe un polyndéme annulateur de la matrice M de degré r + 1.

Deuxiéme partie.

On suppose, dans cette partie, que r est un entier compris entre 1 et n, p un entier compris entre
Oetr—1,etquelona:
{ rg(f)=r

rg(f*)=p
1) Dendomorphisme f est-il diagonalisable ? Justifier.
2) Déterminer, en fonction des entiers r et p, la dimension du sous-espace vectoriel Ker f NIm f.

3) Montrer qu’il existe une base B de E, des matrices Y et Y a r — p lignes et p colonnes, une
matrice Y3 a n — 2r + p lignes et p colonnes, une matrice Yy carrée d’ordre p, telles que la
matrice N représentative de 'application f dans la base B s’écrive par blocs sous la forme :

0 0 0 Y,

I._, 0 0 Y-

_ —p 2

N 0 0 0 Y;
0 0 0 Y,

ou I, désigne la matrice identité d’ordre r — p.
4) Montrer que Y} est une matrice inversible.

5) Exprimer le polynome caractéristique de la matrice N en fonction du polynéme caractéristique
de la matrice Y.
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Probléme.

Premiére Partie.
1) Pas de question.

2)  a) Par une récurrence évidente sur n, on montre que le degré de 7}, est égal a n.
b) Soit a, le terme de plus haut degré de 7, on a : a,+1 = 2a, et ap = 1, donc a, = 2".
¢) Par récurrence sur n, on pose P (n) : V p < n, T} (cos 6) = cos po.
P (0) est vraie, supposons P (n), T,41 (cos 8) =2 cos 8T, (cos 8) — Tp,—; (cos )
D’ou : Tpyi (cos8) =2 cos O cosnb — cos (n — 1) 0, or,

cos(n+1)0+cos(n— 1) =2cos (%) 0 cos (%) 0

donc cos (n+ 1)@ =2 cos @ cosnf — cos(n — 1)@ et P (n + 1) est vraie.

3) La famille (7},)), <y est une famille libre car les degrés sont échelonnés, c’est une base car elle est libre
de cardinal N + 1 =dim (Ry [X]).

4) Lapplication x — T, (x) T}, (x) est continue sur [-1, 1], elle est donc bornée, on alors :

10 () T (5] _ M
i=x2 S Vi-x

Or

1 ST
7> Uapplication x -

1 1
VI=x2 =1 5 (1~ )} VZ(1- %)}

est intégrable sur |—1, 1| car riemanienne

d’exposant —. Par parité, I'application x

2
Ty, (x) T (x)

V1 —x?

est intégrable sur |—1, 1], d’ou 'application x +

1
V1 —x2?

est intégrable sur |1, 1.

1 7Tn(x)Tm(x) = ! —l i cos|(m+n cos|(m—n
5) .[—1 i dxngsg J() cosn@cosm@d@—QJ (cos [(m + n) 8] + cos [( )6]) dO

—sim=n.

an(x)Tm(x)dx={ Osim#n
2
-1

Deuxime Partie.

P (x) Q (x)
V1 — 2
de maniere claire. De plus (P|P) = 0 entraine Va € |-1, 1[\{0},J

dx est bien définie (voir méthode du I)4)), elle est bilinéaire positive
© _Px)
—aV1— x2
positivité, on en déduit que P admet tous les réels de |—a, a[ comme racines, donc P est nul. Lapplication
i | 0K
-1 V1= x?

1
1) Lapplication (P|Q) + J
-1

dx = 0, par continuité et

dx est un produit scalaire.



2) On pose Op=\/ng,onadegOp=p,donc:

Vpe{0,..,N},Vect (1,X,..., XP) = Vect (Q, ...,Qp) .

La famille (Q) est orthonormeée d’apres 1)5). D’ou X? = a,Qp + ap-1Qp—1 +- - - +aQy.

0<p<N

Or le terme de plus haut degre de Q,, est 2;;\/2 d’apres I)2b), Donc a;, = 2;/\]_;5 et (XP|Qp) =ap.
n

D’ouVp € {0,...,N}, (X?|Q,) > 0.
On en déduit que la famille (Qp),. pen st la base orthonormée déduite de la base canonique par le

procédé de Schmidt.

3) a) Ona:
N N
(P)=D" (PIQn) Qn == Z (P|T) T
n=0 n=0

b) On sait que : d (P,Ry [X]) = ||P — zn (P)]|
Or, d’apres la propriété de Pythagore, [d (P,Ry [X])]* = || P|* - ||z~ (P)|*

Donc :
N
[d (P,Ry [X])* = [IPI* = D (PIQn) .
Soit :

N
(@ (PEx (XD =PI - 2 3 (PIT.)

n=0

4) a) Onposez=e¢",dou:

. 1 N CP N-1 b
_ N L2N-2
(cos )™ = 555 Z SaN-op T Z Caon !

p=0 g=0

N

q=2N—p

tQN_ Cé\][V + 1 & CP 2N—2q+ 1
(cos )™ = 2N T 9N Z v |\ # 2N )

b) Or, 22V=24 4

=2cos[(2N —2q)¢t], dou:

ZQN—q
N N-1
(cos )N = _ oy + ! Z cl T (cost)
92N " 9aN-1 2N<2N-2q
q=0



c) On obtient :

V4 V4

IN JZ'CN 1 —|
Iino= J (cost) M dt ="+ —— Z cly J cos [(2N —2q) {] dt.

92N 9IN-1
0 q=0 0

Or J cos[(2N —2q)t]dt =0 car g # N,donc :
0
_ Gy
Iong = 5N

d) Pour 1 <k <2N -1,

021\1/\7 f | Nl ”

Ly = PN cosktdt+22N - Z | cos[(2N — 2q) t] cos ktdt
0 =0 0

D e — . ~ J

=0 =(T2n72q|Tk)
T .
Or (TQn_2q|Tk) = 562N—2q,k d apres 1)5)
D’ou Iyn . = 0 si k est impair. De plus, si £ est pair alors :

T _N-%
12N,k=22—NCQN ’

e) Ona :[d (XQN,RQN—I [X])]2 = ”Xm”2 - ””2N—1 (XQN) ”2

, 2N g 2N-1 )
Or, [|mav—1 (X) "= 3 (X2MQu) == 3 (X*V|T)
n=0 n=0
1 9N T
(X2N|Tn) = J; %_ng)dx = ‘([ (cos t)2N cosntdt = Ion 5.
) , 9 )
On obtent,[d (X, By X)) = [ XV =2 3 By, =[x -2 3 12,
n=0 =0
1 AN 4 IN
IN |2 _ X _ zCiy
| X2V —J_l l—xde_J() (cos )N di = Lonyo = SN

ﬂ.02N 9 N-1 T
e )= (558 ) -2 58 (e’
1=0

IN N—
[d (XQN,RQN—I[X])]QZ ( ;j}VN) 241\/ 1 Z (CQAJ/V l) )

=0

Troisiéme Partie .
1) Les questions 1) sont évidentes..

2) a) h€ Ecarsix€[-1,1] alors§+x7é0.



4 2 ¢ u
~ 4du 4du
PRl =— 1
2+ —u+1 =
u’+gu (u+2)(u+2)
4du 2
Or = -
+2
(u+2)(u+l) 3u+?) 3(u+l)
8 4 4 & u
= = -1)" t 1
O 3ty 3(1+2) 32_:0( )\ g carfgl =g ey <
2 "
2 _ 2 2 & oL
s(usrl) sufi+l 3”nz=:( Ve
"7y Y
- 4 4°& Jut 2 & .1
MO=3+3 L0V 5 m5 400
+00 1 +00 . 1 +00 1
Or%(—l) un+12n ZE (_) un2n—1 QE(_I) unon
Donc : N .
~ 4 4 & ' 4K 1
Al)==+= > (-1)"=—+= Y (-1)"
0=3+3 2V 5+3 N0 o
~ 4 4 &N, 1
h(t)—§+§n=l 277. (u +E)
h(zf)—§+§n=1 on cos nt

y) La série trigonométrique converge uniformément, donc c’est la série de Fourier de A.

c) a) (hT,) = Jil de = JEZ(t) cosntdi.

V1 — x2 0 .
Or le coefficient de Fourier de A est — h (t) cosntdt = a, pour n > 1.
0
oz 78 _ (-1
(th”)_§a”_§X§X TR
Donc 1y
7 (—
1 (h|To) = ao, donc
" 4z
(RITo) = 3
2 R 2 ;2 % 2
P) 1d (b, Ry [X])] = 1A]* = 3] (BQn)" = ||A]* - pu 2. (hlT,)
n=0 n=0
d’ou :
2 2 . i
(. e (XD = A~ 3 (55577 -



Exercice.

Premiére Partie.

1) OnaK erf C K erf?, d’apreés le théoreme du rang, rg (fQ) = rgf entraine dim K erf = dim K erf?, on
en déduit que :

2
Kerf =K erf

2) Vy€ KerfnIm f,3x € E, y= f (x) et f(y) +0 don, f%(x) =0, soit x € K erf’ et donc x € K erf , on
ay=f(x)=0.

D’ou, K erf N\Im f = {0} , d’aprés le théoréme du rang on obtient le résultat :

Kerf®Im f=FE.

3) Im f est stable par f, on sait que la restriction de f a tout supplémentaire de K erf est un isomorphisme
sur Im f. Dans une base adaptée a la somme directe K erf ®Im f = E on obtient la matrice demandée.

4) Par récurrence sur £ > 1, on montre que :

avec MV =1,
m

Donc, pour tout polynome P a coefficient complexe de la forme, P =Z a;X',ona:
i=0

P(M)= ( 801”” OP(A) )

On note X 4 le polynome caractéristique de la matrice A, le degré de X4 est égal a r.

o= (3 %) (5w )= (8 4) (3 8)o

Le polynome X X 4 est annulateur de M et il est de degré r + 1.
Deuxiéme Partie.

1) Onargf <rgf?, donc f nest pas diagonalisable car rg f = Card{A#0,A € Sp(f)}.

2) On applique le théoréme du rang a la restriction de f a Im f,ce qui donne :
dimIm f = dim Ker (f|1mf) + dim Im (f|1mf)

Or { Ker (fimf) =Kerf021mf
Im(f|1mf)=lmf
D’ou:
dimKerfNIm f =dimIm f — dimImf2

dimKerfNIm f=r - p.



3)

5)

On choisit une base (61,62, ..... eT_P) de K erf NIm f, on note €, ...e'r_p les antécédents respectifs des
vecteurs ey, .....e,—p par I'application f.

r—p n—r
famille (e'l , ...e'r_p, er,eg, ..... en_r) est une famille libre si Z aie+ Z a;e; = 0 alors en composant par
i=1 i=1
r=p
f, on obtient Z aje;=0eta;=0,Yi € {1,,,r — p} car (e1,ey,....er—p) est libre.
i=1

On en déduit que Vi € {1,,,n —r},a; =0.

dans la base B, on obtient la matrice demandée.

Cette question suppose p > 1 pour que Y4 ne soit pas nulle, de plus on suppose ¥; = 0.

0 0 0O 00 0O
_ I, 0 0 Yo 9 0 0 0 Yy,
N=l 0o 00y [*V=| 000 nn
0 00 Y, 00 0 Y}
Xl O X] Xl
X Y.V, X X X
2 2 _ 92X 4 Xy 2 2 _ : 2 2
N X, = Y,ViX, donc N X, =0etdim KerN*=n—por Vect X,
X, Y2 X, 0 0
X
n—p,donc KerN?="Vect X
b X,
0
Autrement dit ,
X1
§Z € KerN? si et seulement si Xy = 0.
Xy
0
Soit X} tel que Y4.X4 =0 alors N2 8 =0, et donc X, =0, la matrice Y} est inversible.
Xy

11 suffit d’écrire le calculs des déterminants par blocs.




