










Problème.
Première Partie.

1) Pas de question.

2) a) Par une récurrence évidente sur n, on montre que le degré de Tn est égal à n.
b) Soit an le terme de plus haut degré de Tn, on a : an+1 = 2an et a0 = 1, donc an = 2n.
c) Par récurrence sur n, on pose P (n) : ∀ p � n, Tp (cosθ) = cospθ.

P (0) est vraie, supposons P (n) , Tn+1 (cosθ) = 2 cosθTn (cosθ) − Tn−1 (cosθ)
D’où : Tn+1 (cosθ) = 2 cosθ cosnθ − cos (n− 1)θ, or,

cos (n + 1)θ + cos (n− 1)θ = 2 cos
(
n + 1 + n− 1

2

)
θ cos
(
n + 1 − n + 1

2

)
θ

donc cos (n + 1) θ = 2 cosθ cosnθ − cos (n− 1)θ et P (n + 1) est vraie.

3) La famille (Tn)0�n�N est une famille libre car les degrés sont échelonnés, c’est une base car elle est libre
de cardinal N + 1 = dim (RN [X]) .

4) L’application x �→ Tn (x)Tm (x) est continue sur [−1, 1] , elle est donc bornée, on alors :

|Tn (x)Tm (x)|√
1 − x2

� M√
1− x2

Or
1√

1− x2
∼
x→1

1√
2 (1 − x)

1
2

, l’application x �→ 1√
2 (1 − x)

1
2

est intégrable sur ]−1, 1[ car riemanienne

d’exposant
1
2
. Par parité, l’application x �→ 1√

1 − x2
est intégrable sur ]−1, 1[ , d’où l’application x �→

Tn (x)Tm (x)√
1 − x2

est intégrable sur ]−1, 1[.

5)
∫ 1

−1

Tn (x)Tm (x)√
1− x2

dx =
x=cos θ

∫ π

0
cosnθ cosmθdθ =

1
2

∫ π

0
(cos [(m + n)θ] + cos [(m− n)θ])dθ

1∫
−1

Tn (x)Tm (x)√
1− x2

dx =

{
0 si m �= n
π

2
si m = n.

Deuxime Partie.

1) L’application (P |Q) �→
∫ 1

−1

P (x)Q (x)√
1 − x2

dx est bien définie (voir méthode du I)4)), elle est bilinéaire positive

de manière claire. De plus (P |P ) = 0 entraı̂ne ∀a ∈ ]−1, 1[ \{0},
∫ a

−a

P 2 (x)√
1 − x2

dx = 0 , par continuité et

positivité, on en déduit que P admet tous les réels de ]−a, a[ comme racines, donc P est nul. L’application

(P |Q) �→
∫ 1

−1

P (x)Q (x)√
1− x2

dx est un produit scalaire.
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2) On pose Qp =

√
2
π
Tp , on a degQp = p , donc :

∀p ∈ {0, ...,N}, V ect
(
1,X, ...,Xp

)
= V ect (Q0, ..., QP ) .

La famille
(
Qp
)
0�p�N

est orthonormée d’après I)5). D’où Xp = apQp + ap−1QP−1 + · · · · +a0Q0.

Or le terme de plus haut degré de Qp est 2p
√

2
π

d’après I)2b), Donc ap =
√
π

2p
√
2
et
(
Xp|Qp

)
= ap.

D’où ∀p ∈ {0, ...,N}, (Xp|Qp
)
> 0.

On en déduit que la famille
(
Qp
)
0�p�N

est la base orthonormée déduite de la base canonique par le
procédé de Schmidt.

3) a) On a :

πN (P ) =
N∑
n=0

(P |Qn)Qn =
2
π

N∑
n=0

(P |Tn)Tn

b) On sait que : d (P,RN [X]) = ‖P − πN (P )‖
Or, d’après la propriété de Pythagore, [d (P,RN [X])]2 = ‖P‖2 − ‖πN (P )‖2
Donc :

[d (P,RN [X])]2 = ‖P‖2 −
N∑
n=0

(P |Qn)
2 .

Soit :

[d (P,RN [X])]2 = ‖P‖2 − 2
π

N∑
n=0

(P |Tn)
2 .

4) a) On pose z = eit , d’où :

(cos t)2N =
1

22N

(
z +

1
z

)2N

=
1

22N

⎡
⎣ N∑

p=0

C
p
2Nzp
(
1
z

)2N−p

+
2N∑

p=N+1

C
p
2Nzp
(
1
z

)2N−p

⎤
⎦

(cos t)2N =
1

22N

⎡
⎢⎢⎢⎣

N∑
p=0

C
p
2N

z2N−2p+
N−1∑
q=0

C
p
2Nz2N−2q

︸ ︷︷ ︸
q=2N−p

⎤
⎥⎥⎥⎦

(cos t)2N =
CN

2N

22N
+

1
22N

N−1∑
q=0

C
p
2N

(
z2N−2q +

1
z2N−q

)
.

b) Or, z2N−2q +
1

z2N−q
= 2 cos [(2N − 2q) t], d’où :

(cos t)2N =
CN

2N

22N
+

1
22N−1

N−1∑
q=0

C
q
2NT2N−2q (cos t)
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c) On obtient :

I2N,0 =

π∫
0

(cos t)2N dt =
πCN

2N

22N
+

1
22N−1

N−1∑
q=0

C
q
2N

π∫
0

cos [(2N − 2q) t]dt.

Or
∫ π

0
cos [(2N − 2q) t]dt = 0 car q �= N,donc :

I2N,0 =
πCN

2N

22N
.

d) Pour 1 � k � 2N − 1,

I2N,k =
CN

2N

22N

π∫
0

cos ktdt

︸ ︷︷ ︸
=0

+
1

22N−1

N−1∑
q=0

C
q
2N

π∫
0

cos [(2N − 2q) t] cos ktdt

︸ ︷︷ ︸
=(T2n−2q|Tk)

Or
(
T2n−2q|Tk

)
=

π

2
δ2N−2q,k d’après I)5).

D’où I2N,k = 0 si k est impair. De plus, si k est pair alors :

I2N,k =
π

22N
C

N− k
2

2N ·

e) On a :
[
d
(
X2N,R2N−1 [X]

)]2 = ∥∥X2N
∥∥2 − ∥∥π2N−1

(
X2N)∥∥2

Or,
∥∥π2N−1

(
X2N)∥∥2 =2N−1∑

n=0

(
X2N |Qn

)2 = 2
π

2N−1∑
n=0

(
X2N |Tn

)2
(
X2N |Tn

)
=

1∫
−1

x2NTn (x)√
1 − x2

dx =

π∫
0

(cos t)2N cosntdt = I2N,n.

On obtient,
[
d
(
X2N,R2N−1 [X]

)]2 = ∥∥X2N
∥∥2 − 2

π

2N−1∑
n=0

I22N,n =
∥∥X2N

∥∥2 − 2
π

N−1∑
l=0

I22N,2l

∥∥X2N
∥∥2 = ∫ 1

−1

x4N√
1− x2

dx =
∫ π

0
(cos t)4N dt = I2(2N),0 =

πC2N
4N

24N
.

[
d
(
X2N,R2N−1 [X]

)]2 =(πC2N
4N

24N

)
− 2

π

N−1∑
l=0

( π

22N
CN−l

2N

)2
[
d
(
X2N,R2N−1 [X]

)]2
=

(
πC2N

4N

24N

)
− π

24N−1

N−1∑
l=0

(
CN−l

2N

)2
.

Troisième Partie .

1) Les questions 1) sont évidentes..

2) a) h ∈ E car si x ∈ [−1, 1] alors 5
4
+ x �= 0.
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b) α) h̃ (t) = h

(
1
2

(
u +

1
u

))
=

1
5
4
+
1
2

(
u +

1
u

) ·
β) h̃ (t) =

4u

u2 +
5
2
u + 1

=
4u

(u + 2)
(
u +

1
2

)
Or

4u

(u + 2)
(
u +

1
2

) =
8

3 (u + 2)
− 2

3
(
u +

1
2

) .
Or

8
3 (u + 2)

=
4

3
(
1 +

u

2

) =
4
3

+∞∑
n=0

(−1)n un

2n
car
∣∣∣u
2

∣∣∣ = 1
2
et

1
2
< 1.

2

3
(
u +

1
2

) =
2

3u
(
1 +

1
2u

) =
2
3u

+∞∑
n=0

(−1)n 1
un2n

·

h̃ (t) =
4
3
+
4
3

+∞∑
n=1

(−1)n un

2n
− 2

3

+∞∑
n=0

(−1)n 1
un+12n

Or
+∞∑
n=0

(−1)n 1
un+12n

=
+∞∑
n=1

(−1)n−1 1
un2n−1 = −2

+∞∑
n=1

(−1)n 1
un2n

.

Donc :

h̃ (t) =
4
3
+
4
3

+∞∑
n=1

(−1)n un

2n
+

4
3

+∞∑
n=1

(−1)n 1
un2n

h̃ (t) =
4
3
+
4
3

+∞∑
n=1

(−1)n
2n

(
un +

1
un

)
.

h̃ (t) =
4
3
+

8
3

+∞∑
n=1

(−1)n
2n

cosnt

γ) La série trigonométrique converge uniformément, donc c’est la série de Fourier de h̃.

c) α) (h|Tn) =
∫ 1

−1

h (x)Tn (x)√
1 − x2

dx =
∫ π

0
h̃ (t) cosntdt.

Or le coefficient de Fourier de h̃ est
2
π

∫ π

0
h̃ (t) cosntdt = an pour n � 1.

(h|Tn) =
π

2
an =

π

2
× 8

3
× (−1)n

2n
.

Donc

∀n � 1, (h|Tn) =
π (−1)n
3 × 2n−2 ·

1
π
(h|T0) = a0, donc

(h|T0) =
4π
3

β) [d (h,RN [X])]2 = ‖h‖2 −
N∑
n=0

(h|Qn)
2 = ‖h‖2 − 2

π

N∑
n=0

(h|Tn)
2

d’où :

[d (h,RN [X])]2 = ‖h‖2 −
N∑
n=0

( π

9 × 22n−2

)
.
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Exercice.

Première Partie.

1) On a K erf ⊂ K erf2, d’après le théorème du rang, rg
(
f 2
)
= rgf entraı̂ne dimK erf = dimK erf2, on

en déduit que :

K erf = K
2
erf

2) ∀y ∈ K erf ∩ Imf , ∃x ∈ E, y = f (x) et f (y) + 0 d’où, f 2 (x) = 0 , soit x ∈ K erf2 et donc x ∈ K erf , on
a y = f (x) = 0.

D’où, K erf ∩ Imf = {0} , d’après le théorème du rang on obtient le résultat :

K erf ⊕ Imf = E.

3) Imf est stable par f , on sait que la restriction de f à tout supplémentaire de K erf est un isomorphisme
sur Imf. Dans une base adaptée à la somme directe K erf ⊕ Imf = E on obtient la matrice demandée.

4) Par récurrence sur k � 1, on montre que :

Mk =
(

0 0
0 Ak

)
avec M0 = In.

Donc, pour tout polynôme P à coefficient complexe de la forme, P =
m∑
i=0

aiXi, on a :

P (M) =
(

a0In−r 0
0 P (A)

)
On note XA le polynôme caractéristique de la matrice A, le degré de XA est égal à r.

MXA (M) =
(

0 0
0 A

)(
a0In−r 0
0 XA (A)

)
=
(

0 0
0 A

)(
a0In−r 0
0 0

)
= 0

Le polynôme XXA est annulateur de M et il est de degré r + 1.

Deuxième Partie.

1) On a rgf < rgf 2, donc f n’est pas diagonalisable car rgf = Card{λ �= 0, λ ∈ Sp (f )}.
2) On applique le théorème du rang à la restriction de f à Imf,ce qui donne :

dim Imf = dimKer
(
f| Imf

)
+ dim Im

(
f| Imf

)
Or
{

Ker
(
f| Imf

)
= K erf ∩ Imf

Im
(
f| Imf

)
= Imf 2

D’où :
dimK erf ∩ Imf = dim Imf − dim Imf 2

dimK erf ∩ Imf = r − p.
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3) On choisit une base
(
e1, e2, .....er−p

)
de K erf ∩ Imf, on note e′1, ...e

′
r−p les antécédents respectifs des

vecteurs e1, .....er−p par l’application f .

On complète la famille libre
(
e1, e2, .....er−p

)
par
(
er−p+1, .....en−r

)
pour former une base de K erf . La

famille
(
e′1, ...e

′
r−p, e1, e2, .....en−r

)
est une famille libre si

r−p∑
i=1

α′
ie

′
i+

n−r∑
i=1

αiei = 0 alors en composant par

f , on obtient
r−p∑
i=1

α′
iei = 0 et α′

i = 0, ∀i ∈ {1, , , r − p} car
(
e1, e2, .....er−p

)
est libre.

On en déduit que ∀i ∈ {1, , , n− r}, αi = 0.

On complète la famille libre
(
e′1, ...e

′
r−p, e1, e2, .....en−r

)
en une base B de E, en écrivant la matrice de f

dans la base B, on obtient la matrice demandée.

4) Cette question suppose p � 1 pour que Y4 ne soit pas nulle, de plus on suppose Y1 = 0.

N =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0
Ir−p 0 0 Y2
0 0 0 Y3
0 0 0 Y4

⎞⎟⎟⎠ et N2 =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 0
0 0 0 Y2Y4
0 0 0 Y3Y4

0 0 0 Y 2
4

⎞⎟⎟⎠

N2

⎛⎜⎜⎝
X1
X2
X3
X4

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
0
Y2Y4X4
Y2Y4X4

Y 2
4 X4

⎞⎟⎟⎠ doncN2

⎛⎜⎜⎝
X1
X2
X3
0

⎞⎟⎟⎠ = 0 et dimKerN2 = n−p or V ect

⎛⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎝

X1
X2
X3
0

⎞⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎠ =

n− p, donc KerN2 = V ect

⎛⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎝

X1
X2
X3
0

⎞⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎠

Autrement dit , ⎛⎜⎜⎝
X1
X2
X3
X4

⎞⎟⎟⎠ ∈ KerN2 si et seulement si X4 = 0.

Soit X4 tel que Y4X4 = 0 alors N2

⎛⎜⎜⎝
0
0
0
X4

⎞⎟⎟⎠ = 0 , et donc X4 = 0 , la matrice Y4 est inversible.

5) Il suffit d’écrire le calculs des déterminants par blocs.
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