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Filiere PSI

EPREUVE DE MATHEMATIQUES I

Durée : 3 heures
Calculatrices autorisées
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L’épreuve comporte deux problémes 1 et 2 totalement indépendants.

Probléme 1

Soit p et q deux entiers naturels non nuls vérifiant: p<gq.

Préliminaire
Soit (Up)nen* €t (Vo)nen+ deux suites de nombres réels.

On pose Aup=un—un et pour n2p S,= in .

k=p
q q-1
a)  Montrer que : Zu“ Vo = Z(Aun) S, +Squq
n=p n=p
(On écrira v, =S, — So.1 pour n>p)

b) Soit M € R On suppose que (up)qen* €st une suite décroissante  termes positifs et que :

Vnzp [S4<M.
Montrer alors que : | iu vo | SMuy, (*)

n=p
(On remarquera que : Au, > 0.)

1) a) Montrer que pour tout x € [0,m/2] sin(x) > (2/7) x .
1) b) Déterminer A, pn,a,b enfonctionde p etde I tels que :

Y kx __pw Sin(ux) sin(ax) sm(b;S
Ze - ¢ sin(x/2) o Zsm(kx)— sin(x/2)

n
1) ¢) On suppose que x € ]0,n] . Montrer que [ Z sin(kx)l S—IS ou K est une constante
X

k=p
a déterminer.
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Soit A un réel positif ; soit (Co)nen+ une suite de réels positifs décroissante telle que :

Vv n e N* cn_i
n

et soit f la fonction quia x € R associe ch sin(nx).

n=l

2)a) Soit x & J0,x] . En utilisant Iinégalité (*) et celle du 1) ¢) majorer

9
[ ch sin(nx)| en fonctionde A ,de p etde x.
n=p
2) b) En déduire que la fonction f est définie et continue sur ]0,n[ , puis sur

R\ {kn,k € Z}.

q
3)a) Soit x appartenant d {O,E}u]\ﬁ, n] . Majorer | ch sin(nx) | par une constante
q n=}
ne dépendant que de A (on utilisera ’inégalité |sin(u)| < [u| pour le premier intervalle et 2) a)
pour le second ).

3)b) Soit x appartenant a jl@,\/;}

q
En écrivant: E c,sin(nx) =

n=l

¢, sin(nx).

q
majorer l ch sin(nx) | par 2AT .
n=1

3)¢) Enconclure qu’il existe B R tel que:

q
Vxelon],VqeN }chsin(nx)l < B.
n=1

3)d) En énongant précisément le théoréme utilisé, montrer que f est intégrable sur [0,n] et
que les ¢, sont les coefficients de Fourier de f.

Probléme 2
e'+e
2
Soit A un réel. On considére la fonction f; de R dans R qui a X associe :

fi(x) = J:[ch(kt)] e M gt

On rappelle que cht =

A

X +* , +*
1) a) Montrer que f; est définie sur R™ et deux fois dérivable sur R~ .
1) b) Montrer que fi vérifie I’équation différentielle : x? y’l+xy — (x2 + Az) y =0.
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x2

2) Soit g lafonctionde R dans R quia x associe gi(x)= re("‘ Ot td .
0
a) Déterminer suivant la valeur de A le domaine de définition de g ?

b)i) Montrer que fi(x)= —;— fe'xcht eM dt .

—-C0

or . . . t .
b) ii) En faisant les changements de variable successifs : u=€ puis v= —22% , montrer que

pour tout x >0 : fi,(x) =ay(x) g(x) ou a, estune fonction a déterminer.

¢) Montrer que pour A <0 g, est continue en 0. En déduire un équivalent pour A <0 de
fi(x) quand x tend vers O par valeurs supérieures, puis un équivalent de fy(x) (pour A # 0)
quand x tend vers O par valeurs supérieures.

B

On suppose désormais |A|<1 .

. +om+ + o
Si ¢ est une fonction continue de R7xR™ dans R ,onnote I(p) (quand il existe )

A B
le nombre I(g) = sup J. J' o(x,y)dxdy .
AeR*' 0 0

BeR*'

+. M+ +
Soit alors y; la fonction de IP X[R™ dans [P quia (t,x) associe
wi(t,x) = e ch(At) .

3)a) Calculer Jm\uk(t, x)dx .
o
3)b) Endéduire que I(yy) existe.

4) a) i) Pour |u| <1 développer en série enticre ﬁﬁ .
. ., e . 1 2e™
4) a) ii) En considérant alors I’égalité — =
cht 1+e™

montrer que pour t> 0 %}7—% = Z(—-l)"un (t) oules u, sontdes fonctions a préciser.
n=0
4)b) Onpose vp=1uy;—uy+ . Montrer que v, est a valeurs positives et que

r Ch(}“t) Z( _ 20+l ol K est une constante a déterminer. (On énoncera
o ch(t) - (2n+1)* -
avec précision les théorémes utlllses.)
4) ¢) Développer en série de Fourier la fonction h; 2n périodique telle que :
Vtelnn] hyt)=sin(it).
4) d) Déduire de ce qui précéde la valeur de I(y3).

Fin de I'énoncé




