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Filière PSI 

EPREUVE DE MATHEMATIQUES 1 - ANALYSE 

Durée : 3 heures 

L'usage des calculatrices est autorisé. 

Notations et définitions : 

R désigne l'ensemble des nombres réels. R*+ désigne l'ensemble des réels strictement positifs et 
R*- désigne l'ensemble des réels strictement négatifs. N désigne l'ensemble des nombres entiers 
naturels. 
On &t qu'une fonction est de classe Cp sur un intervalle 1, si elle admet sur 1 des dérivées 
continues jusqu'à l'ordre p. 
Soit a E R . 

Le but de ce problème est l'étude des solutions des équations différentielles : 
Ea: x y " + 2 y ' + a x y = O .  Fa : x y" + y' + a x y = O .  

1 

Etude des solutions de E, . 
si x f O ,  cp(0) = 1 . sh(x) 1) On considère la fonction cp définie sur R par : q(x) = - 

a) 

b) 

X 

Montrer que cette fonction est C" sur R . 

Montrer qu'il existe une fonction y~ définie sur R+ et C" sur R+ telle que : 
pour tout réel x , q(x) = w(x2) . 

sin(x) . 
2) On considère la fonction 8 définie sur R par : e(x) = - s1 # O ,  e(o) = 1 

X 

Montrer que cette fonction est C- sur R . 

Montrer qu'il existe une fonction O définie sur R' et C- sur R+ telle que : 
pour tout réel x e(x) = o(x2> . 

Si f est solution de E, sur un intervalle 1 tel que O E 1,  trouver une 
équation différentielle vérifiée sur 1 par la fonction g définie sur 1 par : 

En déduire les solutions de Ea sur R*' 
En déduire les solutions de Ea sur R*- . 

En déduire les solutions de E, sur R . 
On exprimera ces solutions à l'aide des fonctions 8 et cp . 

g(x) = x f(x) . 
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Montrer que pour tout a E R , E, admet une solution y, et une seule, 
telle que : yo(0) = 1 . 

Soit k un réel strictement positif. Trouver les fonctions u de classe C2 
sur R*’ telles que la fonction F définie sur R3\{ (O,O,O)} par : 

~(x,y,z) = u (JiCjGF) vérifie : 

+ k 2 F = 0  et lim F(x,y,z) = l .  a2(F) d2(F) a2(F) +-+- ax2 ay2 az2 (x,Y,z)+(o,o,o) 

Montrer que la fonction F obtenue au a) est C- sur R3 . 

Etude des solutions de Fa . 
Trouver les solutions de F, sur R*+ 
Trouver les solutions de F, sur R*-. 

Trouver les solutions de Fa développables en série entière au voisinage de l’origine. 

Montrer que pour tout a E R il existe une solution de Fa et une seule, notée g, , 
développable en série entière et telle que %(O) = 1 . 

On considère la fonction A définie sur R par : A(x) = j ‘cos(x cos t) dt . 

a) 

b) 

c) 

O 

Montrer que A est C” . 

Calculer, pour n E N , la valeur de 1, = I:(cos(t))*” dt . 

Montrer que A est développable en série entière et trouver le développement 
en série entière de A . 

d) Quelle relation y a-t-il entre A et gl ? 

III 

Etude du comportement à l’infini des solutions de FI . 
Soit f et g deux fonctions définies et continues sur 3 O , - [ . On suppose de plus 
que f est Cl sur ] O ,  - [ , que g est bornée sur ] O ,  00 [ et que : 
pour tout x > O , x2 f ’(x) = g(x) . 
Montrer que f admet une limite finie h lorsque x tend vers plus l’infini. Montrer 
que pour tout E > O : x ( f (x) - h ) est bornée sur [ E, - [ . 
Montrer que le résultat reste vrai si on remplace (1) par : x2 f ’(x) = f(x) g(x) . 
(Les autres hypothèses restant inchangées). 

Si f est solution de FI sur 3 O , 
la fonction g définie pour tout x > O par g(x) = & f(x) . 

(1) 

[ , trouver une équation différentielle vérifiée par 

On admettra que les solutions g de l’équation obtenue au 3) peuvent s’exprimer au 
moyen de deux fonctions u et v définies et C’ sur R*+ , telles que : 
‘d x > O g(x) = u(x) sin( x + v(x) ) et telles que g’(x) = u(x) cos( x + v(x) ). 
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a) 
et de x . 

Exprimer sur tout intervalle OÙ u ne s’annule pas v’ et u‘/u à l’aide de v 

b) En déduire, pour tout E >O , l’existence de deux réels a et 
x ( g(x) - a sin( x + p ) ) soit bornée sur [ E , = [ . 

tels que 

c) En déduire que si f est une solution de FI sur 3 O ,- [ il existe alors deux 
a sin( x + p) constantes a et telles que : f(x) = r + o(l/ x) 

d X  
O( l/x) désignant une fonction telle que la limite quand x tend vers plus l’infini de 
x O( l/x) existe et soit égale à zéro. 


