SESSION 2000 J. 0748

Filiere PSI

EPREUVE DE MATHEMATIQUES I - ANALYSE

Durée : 3 heures

L’usage des calculatrices est autorisé.

Notations et définitions :

R désigne I’ensemble des nombres réels. R désigne I’ensemble des réels strictement positifs et
R™ désigne I’ensemble des réels strictement négatifs. N désigne I’ensemble des nombres entiers
naturels.

On dit qu’une fonction est de classe C® sur un intervalle I, si elle admet sur I des dérivées
continues jusqu’a I’ordre p.

Soit a€ R.
Le but de ce probleme est I’étude des solutions des équations différentielles :
E.: xy'+2y +axy=0. F.: xy’'+y+axy=0.
I
Etude des solutions de E, .
1) On considére la fonction ¢ définie sur R par: ¢(x) = sh(x) si x20, 00)=1.
X
a) Montrer que cette fonction est C~ sur R.
b) Montrer qu’il existe une fonction W définie sur R* et C” sur R” telle que :
pour tout réel x , @(x)= \u(xz) .
. . o sin(x) .
2) On considere la fonction 0 définie sur R par: 6(x) = si x#0, 800)=1.
a) Montrer que cette fonction est C~ sur R.
b) Montrer qu’il existe une fonction @ définie sur R* et C™ sur R” telle que :
pour tout réel x, 0(x) = (x)(xz) .

3) a) Si f est solution de E, sur un intervalle I tel que O ¢ I, trouver une
équation différentielle vérifiée sur 1 par la fonction g définie sur I par:
g(x)=xf(x).

b) En déduire les solutions de E, sur R™

En déduire les solutions de E, sur R™.

c) En déduire les solutions de E, sur R .
On exprimera ces solutions a 1’aide des fonctions 6 et ¢.
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d) Montrer que pour tout a€ R , E, admet une solution Y, et une seule,
telle que : yo(0)=1.

a) Soit k un réel strictement positif. Trouver les fonctions u de classe C?
sur R™ telles que la fonction F définie sur R*\{(0,0,0)} par:

F(x,y,z) = U (yx*+y* +2%) vérifie :

2 2 2
F
J (2)+a (12=)+a (1;)+k21:=0 et lim F(x,y,z) =1.
ax ady Jz (x,%,2)-(0,0,0)
b) Montrer que la fonction F obtenue au a) est C” sur R?.
11

Etude des solutions de F, .

Trouver les solutions de F, sur R™
. *_
Trouver les solutions de F, sur R .

Trouver les solutions de F, développables en série entiére au voisinage de 1’origine.

Montrer que pour tout a € R il existe une solution de F, et une seule, notée g, ,
développable en série entiere et telle que g.(0)=1.

On considére la fonction A définie sur R par: A(x) = J. Oncos(x cost)dt .

a) Montrer que A est C .

b) Calculer, pour ne N ,lavaleurde I; = f;(cos(t))z" de .

c) Montrer que A est développable en série enticre et trouver le développement
en série enticre de A .

d) Quelle relation y a-t-il entre A et g ?

111
Etude du comportement a Pinfini des solutions de F; .

Soit f et g deux fonctions définies et continues sur ] 0, e [ . On suppose de plus
que f estC' sur ]0,o [ ,que g estbornéesur ] 0, o[ etque:

pour tout x>0 , Xf'x)=gx) . (1)

Montrer que f admet une limite finie A lorsque x tend vers plus I'infini. Montrer
que pourtout €>0: x (f(x)-A)estbomnéesur [€,00].

Montrer que le résultat reste vrai si on remplace (1) par: x> £ ‘x)=fx) gx) .
(Les autres hypothéses restant inchangées).

Si f est solution de F; sur ] 0, e [, trouver une équation différentielle vérifiée par
la fonction g définie pour tout x >0 par g(x) = Jx f(x) .

On admettra que les solutions g de I’équation obtenue au 3) peuvent s’exprimer au
moyen de deux fonctions u et v définies et C'sur R™ | telles que :
Vx>0 gx)=ux)sin(x + v(x)) et telles que g'(x) = u(x) cos( x + v(x) ).
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a) Exprimer sur tout intervalle ot u ne s’annule pas v* et u’/u al’aidede v
etde x.
b) En déduire, pour tout € >0, I’existence de deux réels o et f tels que :

x (gx)-osin(x+p)) soit bornée sur [€, 0.

<) En déduire que si f est une solutionde F; sur ] 0, o[ il existe alors deux
asin(x + )

Jx
o(1/x) désignant une fonction telle que la limite quand x tend vers plus I'infini de
x o(1/x) existe et soit égale a zéro.

constantes o et f telles que : f(x) = +0(1/x).



