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EPREUVE DE MATHEMATIQUE II -ANALYSE

Durée : 3 heures

L’usage d’une calculatrice est autorisé.
Notations

L’ensemble des entiers naturels, des entiers relatifs, des nombres réels, des nombres réels
strictement positifs et des nombres complexes sont notés respectivement N, Z, R, R: et C.

Si f est une application d’un intervalle de R dans C £ fois dérivable, f ®) désigne la fonction
dérivée k-eme de f et fO =1,

Il est demandé au candidat la plus grande rigueur dans les calculs et les raisonnements. En
particulier, les hypothéses des théorémes utilisés doivent étre soigneusement mises en évidence.

Les parties 1 et 2 sont indépendantes. La partie 3, qui ne comprend qu’une question, utilise les
parties 1 et 2.
On pourra admettre le résultat d’une question pour traiter les suivantes.

Partie 1

Formule sommatoire de Poisson

— Dans cette partie, f désigne une application de R dans C de classe C? ol ¢ > 1 telle que chacune

des g + 1 fonctions f (k), k=0,..., g, est intégrable sur R. -
Question 1

Soity € R.
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Montrer que Vit € [y, y + 1],

f0)=r@l= 17 wdu.
En déduire | ()| < jyy N roldr+ Ly“| £r(0)dr.

Question 2

Montrer que, pour tout réel x, 1a famille (f{x + P))pez st sommable.

- On définit une application S : R - C par:

vxeR, S@)= D f(x+p)
peZ
Question 3

Montrer que 1’application S est périodique de période 1.

Question 4

N
Soit (Sy)nen la suite de fonctions de R dans C définie par Sp(x) = Z f(x+ p). Montrer la
p=—N

convergence uniforme sur tout compact de R de la suite de fonctions (Sy)yen vers la fonction S.

Montrer que S est de classe C7~ L

— Les deux questions précédentes montrent que I’application 7 : R — C définie par T(x) =S(—2§—j
T

est 27-périodique et continue. On note ¢, = ¢,(7) les coefficients de Fourier de T'(n € Z) —

Question 5

Montrer que Vn € Z, ¢, = fw F@)e 2 s

Question 6

Montrer que si g = 2 alors, pour toutx € R, on a

0
Sy = ¢ et

n=-—0



Partie 2

Calcul d’une intégrale

— On définit une fonction g par
o0

VxeR:,g(x)= ——2x—2eitdt.—
X"+t

Question 7
Montrer que g(x) est bien défini pour tout réel x strictement positif.

Question 8

Montrer que g est de classe C? sur R: et exprimer g'(x) et g"”(x) al’aide d’intégrales.

Question 9

2 2
Calculer g 7 ( 3 X 2) + 0 3 [ 3 X 2) pour (x,?) € R: x R et en déduire que g est solution
Ox“\x"+t dt°\x" +t
sur R: de I’équation différentielle y" -y =0.
Question 10
©

——™du.

Montrer que, pour tout x >0, g(x) = 3
—wl+u

En déduire que g est bornée sur R: et que g(x)———— 7.
x—0

Question 11

Calculer g(x) pour tout x > 0.
Partie 3
Application
Question 12

Soit a un réel strictement positif. En utilisant les résultats des questions 6 puis 11, calculer, pour
tout x réel :

1

2 2
pez @ +(x+p)



