Session de 2000

Filiéere MP

EPREUVE DE MATHEMATIQUES I

Durée : ‘3 heures

L’utilisation de toute calculatrice est interdite

Premiere partie
On désigne par E 'espace des matrices colonnes d’ordre 3 & coeflicients réels.
E est muni du produit scalairenoté (|): VX, Y € E (X|Y)= 'X.Y ou
tX désigne la matrice ligne transposée de la matrice colonne X.
On rappelle qu’une matrice carrée M, d’ordre 3, est dite antisymétrique si
‘M =-M.
SO(3) désigne le groupe des matrices carrées d’ordre 3 orthogonales de
déterminant 1, soit A € SO(3) & 'A.A =1 et det(4) = +1,] désignant la
matrice unité d’ordre 3.
L'espace IR® est supposé orienté et I'orientation choisie fait de la base canon-
ique de IR® une base directe. Si X et Y appartiennent & E, on désigne par
X ANY Télément de FE représentant dans la base canonique de R? le produit
vectoriel z A y des vecteurs z et y de IR® représentés respectivement par X
et Y dans la base canonique de IR3t
Enfin si X € F on désignera par Jx la matrice d’ordre 3 définie par Jx.Y =
XAY,VY € E, ou Jx.Y désigne le produit de la matrice carrée Jx d’ordre
3 par la matrice colonne Y d’ordre 3.
1) a) Vérifier que Jx est antisymétrique et que l'application 7 : X € E —
Jx est une bijection linéaire de E sur l'espace des matrices carrées anti-
symétriques d’ordre 3.
b) Vérifier que Jx.Jy =Y. 'X — (X|Y)I.
c) Montrer que Jx y = Jx.Jy — Jy.Jx
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2) Soit X € E.
+00 (JX)k
k!

a) Calculer exp(Jx) =

b
Il
=)

X
b) Si X # 0g, ou Og est le vecteur nul de E, on pose U = Nood Soit V un
vecteur de E de norme 1, orthogonal a U et W = U AV. Calculer la matrice

de exp(Jx) dans la base {U,V,W} de E. En déduire que exp(Jx) € SO(3).

Donner la valeur de exp(Joy ).

c¢) Montrer que VX € E,A € SO(3), A.exp (Jx).A™' =exp (Jax)

d) Soit A € SO(3). Montrer qu’on peut trouver P € SO(3) et § € IR tel que
1

A=Pexp (0J,)Pton ;€ Eavec; =0
0

e) En déduire que V A € SO(3), il existe X € E tel que A = exp (Jx).

Deuxiéme partie
On désigne par € I'espace des matrices colonnes d’ordre 4 & coefficients réels ;
Un élément de € sera mis sous la forme d’une matrice colonne constituée d'un

Zo
X
z, € R et X € E. Si m désigne une matrice carrée d’ordre 4, m sera con-
sidérée comme 1" application linéaire de € dans € qui & la matrice colonne
z,z € &, fait correspondre m.z (produit matriciel) ; *m désignera la matrice
transposée de m. :

L’espace & sera muni du produit scalaire : V z,y € &,< 2,y >= z,¥, +
(X]Y). SO(4) désigne le groupe des matrices d’ordre 4 orthogonales et de
déterminant 1, soit a € SO(4) & ‘'a.a = i et det(a) = +1 ou 7 désigne la
matrice unité d’ordre 4. ’

élément de IR et d'un élément de FE, soit si z € £ on notera x = ou

On désigne pour X € E par {x et rx les matrices carrées d’ordre 4 anti-
symétriques :
I8 e[S 2]

X Jx | X7 =X Jx |
1) Montrer que L : X — Ix et R: X — rx sont deux applications linéaires
injectives de F dans I’espace des matrices antisymétriques d’ordre 4. Montrer
alors que les sous espaces images de E par L et R sont des sous espaces



supplémentaires de ’espace des matrices antisymétriques d’ordre 4.

X

4: qFf =zi+€x, q; = z,i+rx; par Q" ensemble des matrices ¢
lorsque z parcourt & et par )~ I'ensemble des matrices g lorsque z parcourt
E.

Montrer que Q* et @@~ sont deux sous espaces vectoriels de 1’espace des
matrices carrées d’ordre 4, stables pour la multiplication, que les éléments
de @ commutent avec les éléments de @~ et que Q" N Q™ est I'ensemble
des matrices scalaires (multiples de 7).

3) Montrer que ¢; et g7 sont dans SO(4) si et seulement si < z,z >=1. On
pourra considérer dans le cas o X # 0 les matrices de ¢} et g, dans la base

1 0 0 0
(60361762763) deeaveceoleE],e].:{X}? 62=|\Y}’€3=[Z‘|’
ou Of est le vecteur nul de £, Y € E,| Y est orthogonal & X et Z =X AY.

On étudiera aussi le cas X = 0.

4) a) Montrer que si z € € et < z,z >= 1 on peut trouver # e Ret U € E
tels que (U|U) =1 et que = (cosb,sinf U).

b) Montrer que pour z € € tel que < z,z >= 1, le produit ¢ . ¢, conserve

1
0g } de €.

2) Siz € & z = {x" }, on désigne par ¢ et g les matrices d’ordre

le vecteur e, =

5) Soit a € SO(4)

a) Montrer qu'il existe ¢ € Q7 tel que g.e, = a.e,

b) En déduire qu'il existe p € Q7 et r € @~ tel que a = p.r

c¢) Montrer que si a admet une autre décomposition p’.7’, alors p' = ep et
r’ = ¢er avec € = 1.




